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Let an amenable second countable locally compact group G act continuously 
on a separable C*-algebra A: the structure of the prime ideal space of the 
crossed product C*(G, A) is investigated without any restricting hypothesis 
on the action of G. 
Soit G un groupe localement compact (a base denombrable) opCrant conti- 
nument sur la C*-algebre (separable) A. Si on ne suppose pas que G opere 
rtguli&rement dans le spectre A^ de A, on a fort peu de renseignements sur le 
spectre du produit croise C*(G, A). En revanche, I’espace des ideaux primitifs 
Pr C*(G, A) a fait l’objet d’un certain nombre d’investigations et, lorsque G est 
moyennable et A commutative, on a obtenu une bonne description d’une partie 
dense de Pr C*(G, A) (et de tout Pr C*(G, A) si G est en outre discret), d’abord 
en supposant que G agissait librement dans a ([6], [4]), puis en supposant 
centraux les stabilisateurs de I’action de G dans A^ [5], et enfin [8] saris aucune 
restriction sur l’action de G. 
Lorsque A n’est pas commutative, G. Zeller-Meier [9] obtient des resultats 
similaires en supposant que G agit librement dans le quasi-spectre a de A. Le 
but de notre etude est de supprimer toute hypothbe sur l’action de G dans le cas 
non-commutatif. 
On se propose d’etudier l’ensemble des ideaux primitifs obtenus de la manike 
suivante a partir dun ideal primitif de A: 
soit i E Pr A, et soit T une representation homogene de A, de noyau i, 
soit u une representation du stabilisateur Si = {s E G/si = i} de i, de sorte 
que (TT, U) soit une representation homogbne du produit croise C*(& , A); 
alors indsirc(n, U) est une representation homogene de C*(G, A) (prop. 2.1) 
et le noyau (qui est primitif) dune telle representation sera appele idc?uZptimitif 
induit de C*(G, A). 
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On demontrera le resultat suivant (th. 2.3): 
Si G est moyennable, tout ideal primitif de C*(G, A) est adherent a un ideal 
primitif induit; 
si G est moyennable et discret, tout ideal primitif de C*(G, A) est un ideal 
primitif induit. 
L’outil principal est la d&integration, due a E. C. Effros [3], dune representa- 
tion de A en representations homogenes indexees par leur noyau (cf. dCf. 1.8). 
Les methodes sont essentiellement celles du cas commutatif [8] qu’il s’agit 
d’adapter B un contexte plus general. 
1. REPRESENTATIONS HOMOG~S 
Toutes les C*-algebres et tous les espaces de Hilbert intervenant dans cet 
article sont supposCs &parables. 
On rapelle les definitions et les resultats suivants (cf. [3]). 
DEFINITION 1.1. On dit qu’une representation ?r d’une C*-algebre A dans 
un espace de Hilbert est honwgke si, pour tout projecteur non nul e de a(A)‘, 
les representations 7r et rr, ont m&me noyau. 
Notations 1.2. (a) On notera Pr A l’espace des ideaux prim&ifs de la 
C*-algebre A, muni de la topologie de Jacobson (cf. [2], sect. 3.1). Pr A est un 
espace borelien standard pour la structure borClienne sous-jacente a cette 
topologie ([3], th. 2.4). 
(b) Si B est un ouvert de Pr A, on notera 1o = 0 {i E Pr A/i 6 Q} l’ideal 
bilatere fermC de A dont l’espace des iddaux primitifs est 9. 
Notation 1.3. Soit T une representation de A dans I’espace de Hilbert H. 
Soit I un ideal biladre ferme de A. On note e(I) le projecteur de L(H) corre- 
spondant au support essentiel de la representation r 1, restriction de r a 1. e(1) 
est un projecteur du centre de p(A)“. 
DEFINITION 1.4. Soit x une representation de A dans l’espace de Hilbert H. 
On appelle centre id&Z usso&! li w et on note CI(?T) l’algkbre de von Neumann de 
L(H) engendree par les projecteurs e(l), oh I parcourt l’ensemble des idkaux 
bilat&es fermb de A. 
LEMME 1.5. (a) CI(w) est content duns Ze centre de v(A)“. 
(b) rr est homoghne si et se&went si CI(?r) est riduit uux ophteurs scakzires. 
(c) Le twyau d’une reprbentation hwwghe non nulle est un idial primitif 
de A. 
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LEMME 1.6. Soit T une repr&mtation de A dans l’espace de Hilbert H. II 
existe une mesure positive u-J;nie p sur PI A, un champ p-mesurahk i + Hi d’espaces 
de Hilbert sur Pr A, un champ ~-measurable i + rri de repr&ntations de A duns 
Hi et un isomorphisme W de H sur SEA Hi dp(i) tels que: 
(i) pour tout i, rrTi est homogerse d  noyau i; 
(ii) W Mrunge rr et J’FrA T,. dp(i); 
(iii) W&change CI(r) et l’algebre des diagonalisables de SgA Hi d&i). 
On obtient en outre le theoreme d’unicite suivant: 
LEMME 1.7. Soient CL’, i + Hi , i + rri , W’ comme ci-dessus et vka~ant 
les conclusions (i) et (ii) du kmme 1.6. Alors 
(i) p et j.4’ sont +uivakntes; 
(ii) aprk modification des rc et des Hi sur un ensemble negligeable, il existe un 
champ CL-mesurable d’isomorphismes i -+ Wi de Hi sur Hi tel que, pour tout i, Wi 
transf~me ?7( h?-?lrr: . 
D&onstratsim. Soit Z l’algebre des diagonalisables de H’ = SgA Hi dp(i). 
Soit Sz un ouvert de Pr A et E(Q) le projecteur de Z correspondant 5 la fonction 
indicatrice de Q. Avec les notations 1.2.b), si i E Pr A, on a 
Is, C i b i 4 52([2], 2.9.7). 
Comme T: est homogene, le support essentiel e,(1) de v;I~, est 1 si i E J.&O si i 4 8, 
et on a done e(1o) = w’ * E(Q) * W/-l. On a montre que W’ Cchangeait CI(P) 
et Z. 
D’aprb la proposition 8.2.4 de [2], il existe un automorphisme d’espace 
borelien T de Pr A Cchangeant les classes des mesures p et CL’ et, aprb modification 
des 71-, et des Hi sur un ensemble negligeable, un champ p-mesurable i+ Wi 
d’automorphismes de Hi sur Hiti, Cchangeant, pour tout i, rc et &, . On a done 
p - p.s., i = ker wf = ker n;cr, = T(i) et r est done I’identitd 
Les lemmes 1.6 et 1.7 justifient la terminologie suivante: 
DEFINITION 1.8. La d&integration du lemme 1.6 sera appelee d&-int&ration 
catwnique de w en reprt&ntations homogenes. 
En juxtaposant le thtortme 1.8 et le lemme 1.9 de [3], on obtient: 
LEMME 1.9. Soit rr une reprt&ntation homogt!ne de A, T = $? n, dv(z) une 
a%intkgration de rr relative a une sous-algt%re ab&wse de x(A)‘. Alors, pour 
v-presque tout z de 2, rrz est homogJne de noyau ker rr. 
Nous utiliserons Cgalement le resultat suivant: 
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LEMME 1.10. 
n(A)’ et 57 = j: 
Soit P une reprtkntation de A, Z une sous-alghbre ab&mne de 
7~~ d&z) une dtkintegration de rr relative ci Z. 
On suppose que, pour tout x de Z, z-Z est homogbne t que, quels que soient les 
elements distincts z et z’ de Z on a ker rrz # ker wzl . Alors Z = CI(?r). 
Dkmstration. Via l’injection z -+ ker nz , Z s’identifie a une partie 
borelienne de Pr A, et on obtient une d&integration qui verifie les conclusions 
(i) et (ii) du lemme 1.6, et qui verifie done la conclusion (iii) d’apres 1.7. 
2. IDBAUX PRIMITIFS INDUITS 
Le groupe localement compact 1 base denombrable agit continument dans la 
C*-algebre A. I1 agit alors dans l’espace des representations de A par la formule 
ST(U) = TT(S-la), a E A, s E G, TT representation de A, 
et dans l’espace Pr A par si = {a E A/s% E i}, i E Pr A, s E G, de sorte que, pour 
toute representation rr de noyau i, on a ker ST = s ker rr. 
Si i E Pr A, on note Si son stabilisateur, c’est Q dire le sous-groupe ferme de G 
Si = {s E G/S; = i}. 
PROPOSITION 2.1. Soit 7~ une representation homogtke de A dans un espace de 
Hilbert H, soit u une reprbentation um’taire continue de Skern dans H telle que le 
couple (a, u) soit covariant et soit une repr&mtation homogkze de C*(Skern , A). 
Alors la representation i dsker,TG(n, u) de C*(G, A) est homog?ne (et son noyau 
est done un ideal primitif de C*(G, A)). 
DI?FINITION 2.2. Un ideal primitif de C*(G, A) obtenu comme ci-dessus 
sera appele un idealprimitifinduit de C*(G, A). 
L’essentiel de l’article sera consacre a la demonstration du theoreme suivant: 
THBOR&E 2.3. (a) On suppose que G est moyennuble. Alors tout idealprimitif 
de C*(G, A) contient un ideal primitif i&it. 
(b) On suppose que G est discret. Alors tout ideal primitif de C*(G, A) est 
contenu darts un ideal primitif induit. 
(c) On suppose que G est moyennable t discret. Alors tout ideal primitif de 
C*(G, A) est un ideal primitif induit. 
Demonstration de la proposition 2.1. Pour simplifier, on posera S = &r,, . 
La representation induite (+, ii) = ind&n, u) est don&e par les formules 
a(s) E(t) = A!$;;‘” &s-9), s, t E G, 
s 
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oh t!Is est une mesure sur G/S quasi-invariante par G, et oti t est un Clement de 
l’espace de Hilbert I? des classes d’application de G dans H dont un representant 
drifie &ts) = u(s)-r&t), Vt E G, Vs E S, et JG,S 11 t(‘(t)/12 d/I,(f) < co. 
En identifiant l’espace G/S a une section de la relation d’equivalence sur G 
definie par S, on voit que ti s’identifie B une integrale de representations v&ifiant 
les hypotheses du lemme 1.10. L’algebre des diagonalisables de fi est done le 
centre ideal de 77. 
Soit E un projecteur de L(B) cornmutant a 7?; et u”. D’apres ce qui precede, il 
est decomposable t il existe un champ t + el sur G de projecteurs de H com- 
mutant ?I P(A) tel que 
Et(t) = d(t), Vf ER Vt E G p.s. 
et, = u(s)-l etu(s), Vt E G, fls E s. 
Comrne E commute a 17, il existe un projecteur e de H (cornmutant B T(A)) tel que 
et = e p.s., et e commute done a u(S). En outre, il est facile de drifier qu’on a 
(6, C)E = i&&, u>J. 
La proposition resuite alors du lemme suivant: 
LEMME 2.4. Soit S un sow-groupe de G, et (T, u) et (rr’, u’) deux reprthnta- 
tions de C*(S, A) telles que (rr, u) soit faiblement contenue dans (r’, u’). Alors 
ind,,,(w, u) est faiblement contenue dam ind&n’, u’). (La dhwnstration du 
lemme 4.2 de [S] s’adapte saris di$iculte’ au cas non commutatif). 
3. RESTRICTION D’UNE REP~ENTATION 
Soit R = (T, U) une representation de C*(G, A) dans un espace hilbertien H. 
Soit rr = J FrA rrl dp(i) la d&integration canonique de T en representations 
homogenes (def. 1.8), et soit H = SEA Hi dp(i) la d&integration correspondante 
de H. 
D’apres le lemme 1.7, la mesure p est quasi-invariante sous l’action de G dans 
Pr A et, pour tout s de G, il existe un champ mesurable i+ uI(s) d’isomor- 
phismes de H,+ sur Hi de sorte qu’on ait: 
(a) Vs, t E G, Vi E Pr A p - p.s., u,(st) = ui(s)us-Ii(t); 
(b) Vh = J@ hi dp(i) E H, VS E G, U(s)h = J” (~~/dCL)(i)““ui(s>h,-1, dp(i); 
(c) Vs’sG, Va’aA, ViEPrA p - P.S., ri(sa) = Ui(S) T,+(a) Ui(S)*. 
Fixons une version “r&uli&re” des {q(s); s E G, i E Pr A} au sens du lemme 5.1 
de [8] et de la definition qui suit. Pour presque tout i de Pr A, l’application 
Si 3 s + ui(s) E U(H,) 
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est une representation unitaire continue de Si dans Hi , qu’on notera ui , et le 
couple (ri , ui) est covariant. Le but de ce paragraphe est de doter le champ de 
representations i -+ ind&rr, , uz) dune structure mesurable. 
Notations 3.1. (a) On reprend les notations de la section 3 de [S]: il existe un 
1-cocycle borelien G x Pr A 3 (t, i) -+ p(t, i), continu en t pour tout i, et pour 
tout i une mesure /3j sur Pr A (positive, a-finie), concentree sur I’orbite Gi de i, 
caracterisee par 
‘?f E K(G), J-,, 
4 
(oti S -+ 0~~ est un choix continu de mesures de Haar sur les sous-groupes 
fermes de G); pi verifie: Vt E G, Vi, j E Pr A, pti = fii et 
Wi 
x (A = d-W 
(b) Pour tout i de Pr A, on note I?i l’espace de Hilbert des classes d’appli- 
cations Ei de G dans Hi mesurables, dont un representant vCrifie: 
et 
Vt E G, VS E Si 9 ti(ts) = ds)-15i(t) 
I PrA II Si(W Mti) < w. 
(c) Si fEK(G) et si h = J@h,dp(i)EH, on note f*hi,iEPrA le 
champ de vecteurs du champ d’espaces de Hilbert {Ai, i E Pr A} defini par 
VteG, f * h,(t) = Is,f (t4 W hi da&). 
(d) On note Fi = (gi , iii) la representation ind&w, , ui) rCalisCe dans 
l’espace ITi par 
*i(a) Et(t) = tri(a) ’ 4f(t)v aEA,tE:G, 
iii(T) [i(t) = p(T-‘, ti)lla&(4t), r,t~G. 
LEMMJJ 3.2. Avec les notations ci-dessus, 
(a) l’ensemble des champs de vecteurs {f * h; f E K(G), h E H} d&it sur 
le champ i -+ Ri une structure de champ p-mesurable siparable d’espaces de Hilbert; 
(b) le champ de repr&ntations i - Pi = (cc , ii,) de C*(G, A) est mesurable. 
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Dt?monstratiun. 
I’ hi &(i) et h’ = 
(a I1 s&it de vCrifier que, si f et f’ sont dans K(G), b = 




(f * hi , f' * hi) = jf(ts)f’(ts’)(uJo) hi 9 Us hi) da,,(~) dam, dpi(ti) 
= 
J 
f (ts’s)F(tS’)(Ui(S) hi 3 hi) ~OCS,(S) da,,(~‘) dp,(ti) 
= I p(t, &)f (t@(t)+44 hi , h:) &s,(s) dt. 
L’application (i, s) + (ui(s)h,-li 9 hi) d&i nie sur Pr A x G est mesurable; le 
champ i + as, de mesures de Radon sur G est borelien (pour la topologie vague), 
d’oh le resultat. 
(b) Soit 4 E K(G, A) (fonctions continues a support compact de G dans A). 
On calcule (Fi(+) f * hi , f’ * h;)q = (ri(ai)hi , hi),< , 06 yi = (ni , ui) et Qi est 
l’eltment de K(S'i , A) defini par 
@its) = lG,, P(T-‘3 tS’i)l” p(ty St) f (T-lts)f’(t) s-lt-l#(T) dt dT. 
La mesurabilite se vtrifie alors facilement. 
4. DEMONSTRATION DU THBO&ME 2.3 
On fixe une representation R = (n-, U) de C*(G, A). 
A la d&integration canonique de T en representations homogenes on a associe 
au paragraphe precedent un champ i --+ zi = (TV , z+) sur Pr A de representations 
de C*(& , A) de sorte que Ie champ de representations i -+ ?i = inds,tc(ri , ui) 
soit muni naturellement d’une structure mesurable. 
On note r” = SEA indsirc(wz , ui) dp(i) la representation de C*(G, A) dans 
I’espace de Hilbert 
obtenue en integrant le champ p-mesurable du lemme 3.2. La demonstration 
du thkoreme 2.3 sera achevke si on prouve les trois propositions suivantes: 
580/32/3-9 
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PROPOSITION 4.1. Si R est factorielle, le noyau de r” est un idkal primitif 
induit. 
PROPOSITION 4.2. Si G est moyennable, on a ker F C ker R. 
PROPOSITION 4.3. Si G est discret et R factorielle, an a ker R C ker F. 
Dimonstration de la proposition 4.1 
(a) Definition de la C*-algebre C*(Z, A). Posons Y = {(S, s) E Z x 
G/s E S}, oti 2 est l’espace metrique compact des sous-groupes fermes de G. 
On munit K(Y, A) d’une structure d’algebre norm&e involutive en posant, si 
@, YE K(G, A): 
@Y(S, s) = s, @(S, t) tY(S, t-Q) da,(t) 
@*(s, s) = As(s)-1 sqs, s-1>* (As module de S) 
Sa completee est une algebre de Banach involutive dont on notera C*(Z, A) la 
C*-algebre enveloppante. 
En identifiant, pour i E Pr A, ri = (ni , ui) Q la representation de C*(Z, A) qui, 
a 1’ClCment @ de K(Y, A) associe l’operateur ri(@(S, , *)), les ri forment un 
champ CL-mesurable de representations de C*(Z, A) dont on appellera r l’integrale, 
soit r = $rA ri dp(i). 
(b) Montrons que le centre ideal de ?r est contenu dans celui de r. Soit I 
un ideal bilatere ferme de A, et soit f l’idal bilatere de C*(Z, A) fermeture de 
{@ E K(Y, A)/@(,!?, s) E I n sI, Vs E S, VS E Z}: il est clair que l’on a er(l) < e,(l). 
Soit 4 E K(Y) et a, b EI; si on pose @(S, s) = +(S, s) a . sb, @ est un Clement 
defet,pouriEPrA,ona 
r,(Q) = pi(a) u,(d(s, 9 ‘1) r,(b)- 
On en deduit sans difficult6 que si h E H verifie e,(l)h = 0, on aura Cgalement 
e#)h = 0: on a montre e,(l) = eT(I). 
(c) Le groupe G agit dans l’algebre K( Y, A) par 
t@(S, s) = w(t, t-w> tayt-IS, t-1st). 
Cette action se prolonge en une action continue sur C*(Z, A) de sorte que, si 
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S E Z et r = (rr, u) est une representation de S (identifi&e a une representation de 
C*(Z, A) comme a la fin de (a)), ont ait 
tr = (h, tu), 
oti tu est la representation de t * S = tSt-1 definie par tu(s) = u(t-1st). 
Soit r = fFc r .(E,A) r: dv(c) la d&integration canonique de I en representations 
homogenes. Comme ST = U(s) rU(s)* pour tout s de G, d’aprts le lemme 1.7 
v est quasi-invariante sous I’action de G. Montrons que, lorsque R est factorielle, 
Y est ergodique. 
Soit e un projecteur G-invariant du centre ideal de Y : e est un projecteur de 
R(C*(G, A))” cornmutant P T(A) et U(G), done un projecteur du centre de 
R(C*(G, A))“, c’est a dire 0 ou 1. 
(d) Soit T I’application mesurable de Pr C*(C, A) dans Pr A correspondant 
B l’inclusion du centre ideal de rr dans celui de Y, et soit v = JfiA vi &(i) une 
d&integration de v par rapport a 7. Pour CL-presque tout i de Pr A, on a rI = 
I” YI dv,(~), et r: est de la forme (rr: , u:), oh UI est une representation de Sl = Ssu). 
En outre, les representations 
I 
0 0 
PrA $$ (~1 , d 44i) et j+ ind (ml , u:) dv(b) 
PrC*(P.A) .S;rG 
sont manifestement egales. 
D’apres le lemme 1.9, pour p-presque tout I de Pr C*(,Z’, A) m’ est homogene de 
noyau T(L) et, d’aprb la proposition 2.1, le noyau de inds:&& , u:) est un ideal 
primitif induit, note I, , de C*(G, A). 
L’application L -+ I, de Pr C*(Z, A) dans Pr C*(G, A) est mesurable et on 
verifie saris difficulte qu’elle est G-invariante. D’aprts (c), elle est p.s. constante 
si R est factorielle, d’oti la proposition. 
Dkmonstration de la proposition 5.2 
(a) Soit y une fonction borelienne sur Pr A X Pr A verifiant (cf. notations 
3.W) 
VigPr A, s I yW12 d/W) = 1. PrA 
A tout vecteur unitaire la = s” h, dp(i) de H on associe un vecteur unitaire 
.$vsh de I? = J@ $ dp(‘) E en p osant (cf. [8], demonstration du lemme 6.1) 
esh(t) = D(i, ti)‘” y(ti, i) q(t+) hti , 
oh D est la fonction sur Pr A x Pr A drifiant (cf. [7], prop. 2) 
j W i) f (6 j) 4%(i) d&l = J’ f Ci, i) 4%(i) 44, Vf borelienne positive. 
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On note UJY.~ l’etat associe a r” et gYsh. Si 4 E K(G, A), on a 
(b) Soit K un compact de G et v un nombre positif arbitraire. On aura 
ache& la demonstration si on montre qu’on peut choisir y de sorte que, pour tout 
vecteur unitaire h de H et pour toute 4 E K(G, A) a support dans K, on ait 
D’apres la forme explicite de w ysh ci-dessus, il suffit de trouver y vCrifiant, 
pour tout i de Pr A et tout T de K, 
1 lp,, v&i) m 4W) - 1 1 d 1). 
L’existence d’un tel choix de y est assure par le lemme 6.2 de [8] et la moyen- 
nabilitC de G. 
Dhwnstration de la proposition 4.3 
(a) On commence par un changement de notations: en tant que G-espace 
borelien standard mesure, Pr A est identifie a une partie borelienne G-invariante 
d’un espace compact metrique Xsur lequel G agit continument. La mesure p est 
prolongee ?I X par p(X - Pr A) = 0. On kit alors H = SF Hz dp(x) au lieu de 
I ’ Hi 44, f 
8 
77= nz 444 I?r = Q I& d/L(x), 
PrA X s X 
r”= 
s ,” {?z = $$ (% , u,)} d&x), 
etc.. . 
z 
A tout vecteur unitaire h = j! h, C+(X) de H on associe le vecteur unitaire R 
de A defini par 
l&(t) = u,(t-l)h, si t E S, , et L&t) = 0 si t E S, . 
On a, si rj E K(G, A): 
(b) Le principe de la demonstration est le suivant: les R (h E H) sont 
cycliques dans i? pour F. I1 suffit alors d’exhiber, pour h dans H unitaire, F partie 
finie de G et 7 > 0 fixes, une famille finie w,,; de formes lintaires positives 
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associkes h R dont la somme est de norme plus petite que 1 et telles que, pour 
toute + E K(G, A) g support dans F, on ait 
(c) h, F et 7 sont fix& comme ci-dessus. Si R est factorielle, la mesure p est 
ergodique et, d’aprhs le lemme 6.4 de [8], ‘1 I existe un point x,, de X tel que, si 
on pose 
2, = {xEX/S,nF = t .SzOnF}, 
on ait p(X - UtoC 2,) = 0. 
Soit $ la mesure sur X de densitk 11 h, II2 par rapport h p. 11 existe une partie 
T de Get une famille {& , t E T) de compacts deux h deux disjoints de Xtels que, 
Vt E T, K, C 2, et 
Fixons t: tout point de Kt admet un voisinage W tel que SW n W = o pour 
tout s deF - t * &, . A partir d’une partition de I’unitC subordonnke au recouvre- 
ment de Kt par ces voisinages, on trouvera une famille finie {fust; (Y E Jt} de 
fonctions bortliennes positives sur X telles que: 
(i) 0 < fa,t < 1 pour tout cy; 
(ii) Vx E Kt , Vs E S, ,fa,&)fa,t(s-lx) = 0; 
(iii) xJ=,t(x)2 = 1 si xE Kt 
=Osix~K~. 
Soit w,,~ I’Ctat de C*(G, A) associk h R et au vecteur h,,, = J-@f&x) h, &L(X) de 
H. On calcule, si 4 E K(G, A) est a support dans F: 
On a done IL.t w&d> = Ju,E+t Ls, <G#J(~)) sWz , hJ 44~)~ d’oh le 
r&&at annonck 
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